
Terminale S Calcul de limites

Limites - asymptotes

Exercice 1 : (voir la solution)

1. Calculer les limites suivantes en détaillant les étapes :

lim
x→−∞

(

3x4 + 2x− 5

x4 + 1

)

; lim
x→+∞

(

(x− 1)2

1 + x3

)

; lim
x→1

(

x2 − 2x+ 1

x− 1

)

;

lim
x→2
x<2

(

3x− 2 +
3x+ 1

−2x+ 4

)

; lim
x→1
x>1

(

x2 − 1√
x− 1

)

; lim
x→0

(
√
x+ 4− 2

x

)

.

2. On rappelle que lim
X→0

(

sinX

X

)

= 1

En déduire lim
x→0

(

sin 2x

3x

)

.

Exercice 2 : (voir la solution)
Étudier les limites d’une fonction f aux bornes de son domaine de définition, où f est définie sur R \ {−5 ; 2}
par f(x) =

x2 − 4

x2 + 3x− 10
.

Exercice 3 : (voir la solution)
Calculer les limites :

a) lim
x→+∞

(−x+ sinx) ; b) lim
x→−∞

(

2x+ cos x

x+ 1

)

.

Exercice 4 : (voir la solution)

Calculer lim
x→−∞

(
√

x2 − 4x+ 9 + (x− 3)
)

.
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Solution de l’exercice 1 :

1. • lim
x→−∞

(

3x4 + 2x− 5

x4 + 1

)

:

3x4 + 2x− 5

x4 + 1
=

x4
(

3 +
2

x3
− 5

x4

)

x4
(

1 +
1

x4

) =
3 +

2

x3
− 5

x4

1 +
1

x4

lim
x→−∞

(

3 +
2

x3
− 5

x4

)

= 3

lim
x→−∞

(

1 +
1

x4

)

= 1



















=⇒ lim
x→−∞

(

3x4 + 2x− 5

x4 + 1

)

= 3 par quotient

• lim
x→+∞

(

(x− 1)2

1 + x3

)

:

(x− 1)2

1 + x3
=

x2 − 2x+ 1

1 + x3
=

x2
(

1− 2

x
+

1

x2

)

x3
(

1

x3
+ 1

) =
1

x
×

1− 2

x
+

1

x2

1

x3
+ 1

lim
x→+∞

1

x
= 0

lim
x→+∞

(

1− 2

x
+

1

x2

)

= 1

lim
x→+∞

(

1

x3
+ 1

)

= 1



































=⇒ lim
x→+∞

(

(x− 1)2

1 + x3

)

= 0 par produit et quotient

• lim
x→1

(

x2 − 2x+ 1

x− 1

)

:

x2 − 2x+ 1

x− 1
=

(x− 1)2

x− 1
= x− 1

Donc lim
x→1

(

x2 − 2x+ 1

x− 1

)

= lim
x→1

(x− 1) = 0

• lim
x→2
x<2

(

3x− 2 +
3x+ 1

−2x+ 4

)

:

lim
x→2
x<2

(3x− 2) = 4

lim
x→2
x<2

(3x+ 1) = 7

lim
x→2
x<2

(−2x+ 4) = 0+















=⇒ lim
x→2
x<2

(

3x+ 1

−2x+ 4

)

= +∞ par quotient

Donc lim
x→2
x<2

(

3x− 2 +
3x+ 1

−2x+ 4

)

= +∞ par somme
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• lim
x→1
x>1

(

x2 − 1√
x− 1

)

:

x2 − 1√
x− 1

=
(x− 1)(x+ 1)√

x− 1
=

(√
x− 1

)2

(x+ 1)
√
x− 1

= (x+ 1)
√
x− 1

Donc lim
x→1
x>1

(

x2 − 1√
x− 1

)

= lim
x→1
x>1

(x+ 1)
√
x− 1 = 0

• lim
x→0

(
√
x+ 4− 2

x

)

:

En utilisant l’expression conjuguée de
√
x+ 4− 2, on obtient

√
x+ 4− 2

x
=

(√
x+ 4− 2

) (√
x+ 4 + 2

)

x
(√

x+ 4 + 2
) =

x+ 4− 4

x
(√

x+ 4 + 2
) =

x

x
(√

x+ 4 + 2
) =

1√
x+ 4 + 2

Donc lim
x→0

(
√
x+ 4− 2

x

)

= lim
x→0

(

1√
x+ 4 + 2

)

=
1

4

2. lim
x→0

(

sin 2x

3x

)

:

sin 2x

3x
=

2

3
× sin 2x

2x
(on fait apparaı̂tre le nombre 2 au numérateur et au dénominateur)

En posant X = 2x, on a lim
x→0

2x = 0 et lim
X→0

sinX

X
= 1

D’où lim
x→0

(

sin 2x

2x

)

= 1 par composée

Ainsi lim
x→0

(

sin 2x

3x

)

=
2

3

Solution de l’exercice 2 :

� lim
x→−∞

f(x) :

Pour x ∈ R \ {−5 ; 2} et x 6= 0, f(x) =
x2
(

1− 4

x2

)

x2
(

1 + 3

x
− 10

x2

) =
1− 4

x2

1 + 3

x
− 10

x2

lim
x→−∞

1− 4

x2
= 1

lim
x→−∞

1 +
3

x
− 10

x2
= 1















=⇒ lim
x→−∞

1− 4

x2

1 + 3

x
− 10

x2

= 1 par quotient

D’où, lim
x→−∞

f(x) = 1. On peut dire que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale à la courbe

représentative de f au voisinage de −∞.
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� lim
x→+∞

f(x) :

De même, lim
x→+∞

f(x) = 1. On peut dire que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale à la courbe

représentative de f au voisinage de +∞.

� lim
x→−5
x<−5

f(x) et lim
x→−5
x>−5

f(x) :

✍ lim
x→−5
x<−5

f(x) :

lim
x→−5
x<−5

x2 − 4 = 21

lim
x→−5
x<−5

x2 + 3x− 10 = 0+















=⇒
lim

x→−5
x<−5

f(x) = +∞

par quotient

x

x2 + 3x− 10
a>0

−∞ −5 2 +∞

0 0+ − +
×

✍ lim
x→−5
x>−5

f(x) :

lim
x→−5
x>−5

x2 − 4 = 21

lim
x→−5
x>−5

x2 + 3x− 10 = 0−















=⇒
lim

x→−5
x>−5

f(x) = −∞

par quotient

x

x2 + 3x− 10
a>0

−∞ −5 2 +∞

0 0+ − +
×

✍ Des deux limites précédentes, on déduit que la droite d’équation x = −5 est asymptote verticale à la
courbe représentative de f au voisinage de −5.

� lim
x→2
x<2

f(x) et lim
x→2
x>2

f(x) :

On remarque que 2 est racine du numérateur et du dénominateur de f(x). On peut donc factoriser le
numérateur et le dénominateur de f(x) par x− 2.

Pour x ∈ R \ {−5 ; 2}, f(x) =
(x− 2)(x+ 2)

(x− 2)(x+ 5)
=

x+ 2

x+ 5

Ainsi, lim
x→2
x<2

f(x) = lim
x→2
x>2

f(x) = lim
x→2

(

x+ 2

x+ 5

)

=
4

7

Solution de l’exercice 3 :

a) lim
x→+∞

(−x+ sinx) :

Au voisinage de +∞, −x+ sinx 6 −x− 1

lim
x→+∞

− x− 1 = −∞, par comparaison on a lim
x→+∞

(−x+ sinx) = −∞

b) lim
x→−∞

(

2x+ cos x

x+ 1

)

:

Au voisinage de −∞,−1 6 cos x 6 1

=⇒ 2x− 1 6 2x+ cos x 6 2x+ 1

=⇒ 2x− 1

x+ 1
>

2x+ cos x

x+ 1
>

2x+ 1

x+ 1
car x+ 1 < 0 au voisinage de −∞

http://mathematiques.ac.free.fr 4/6 10 octobre 2012

http://mathematiques.ac.free.fr


Terminale S Calcul de limites

De plus, au voisinage de −∞, 2x−1

x+1
=

x(2− 1

x
)

x(1+ 1

x
)
=

2−
1

x

1+
1

x

lim
x→−∞

(

2− 1

x

)

= 2

lim
x→−∞

(

1 +
1

x

)

= 1



















=⇒ lim
x→−∞

(

2x− 1

x+ 1

)

= lim
x→−∞

(

2− 1

x

1 + 1

x

)

= 2 par quotient

On montre de même que lim
x→−∞

2x+ 1

x+ 1
= 2

Ainsi, d’après le théorème des « gendarmes », on a lim
x→−∞

(

2x+ cos x

x+ 1

)

= 2

Solution de l’exercice 4 :

lim
x→−∞

(
√

x2 − 4x+ 9 + (x− 3)
)

:

On est en présence d’une forme indéterminée du type « +∞−∞ ».
Au voisinage de −∞,

√

x2 − 4x+ 9 + (x− 3) =

(√
x2 − 4x+ 9 + (x− 3)

) (√
x2 − 4x+ 9− (x− 3)

)

√
x2 − 4x+ 9− (x− 3)

on utilise les quantités conjuguées

=
x2 − 4x+ 9− (x− 3)2√
x2 − 4x+ 9− (x− 3)

=
x2 − 4x+ 9− (x2 − 6x+ 9)√

x2 − 4x+ 9− (x− 3)

=
2x√

x2 − 4x+ 9− (x− 3)

=
2x

√

x2
(

1− 4

x
+

9

x2

)

− x

(

1− 3

x

)

car il y a une forme indéterminée du type «

∞

∞

»

=
2x

|x|
√

1− 4

x
+

9

x2
− x

(

1− 3

x

)

=
2x

−x

√

1− 4

x
+

9

x2
− x

(

1− 3

x

)
car x est négatif

=
2x

x

(

−
√

1− 4

x
+

9

x2
−
(

1− 3

x

)

)

=
2

−
√

1− 4

x
+

9

x2
−
(

1− 3

x

)

En posant X = 1− 4

x
+

9

x2
, on a lim

x→−∞

(

1− 4

x
+

9

x2

)

= 1 et lim
X→1

√
X = 1
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D’où lim
x→−∞

√

1− 4

x
+

9

x2
= 1 par composée

De plus, lim
x→−∞

(

1− 3

x

)

= 1 donc lim
x→−∞

(

−
√

1− 4

x
+

9

x2
−
(

1− 3

x

)

)

= −2 par somme

On a donc lim
x→−∞

(
√

x2 − 4x+ 9 + (x− 3)
)

= lim
x→−∞











2

−
√

1− 4

x
+

9

x2
−
(

1− 3

x

)











=
2

−2
= −1

par quotient
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